
ΑΛΓΕΒΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΚΑΙ ΣΧΕΣΕΙΣ

ΜΕΤΑΞΥ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ ΜΕ ΡΙΖΙΚΑ.

Ο RAMANUJAN ΚΑΙ ΚΑΠΟΙΕΣ

∆ΙΟΦΑΝΤΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

ΣΤΥΛΙΑΝΟΣ Α. ΑΝ∆ΡΕΑ∆ΑΚΗΣ
ΟΜΟΤΙΜΟΣ ΚΑΘΗΓΗΤΗΣ ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟΥ ΑΘΗΝΩΝ

΄Ενας αριθµός α ∈ C λέγεται αλγεβρικός αν είναι ϱίζα ενός πολυωνύµου f (x) =

cnxn + · · · + c0 µε c0, . . . , cn ∈ Q, cn , 0 n > 0.
Εδώ C το σώµα των µιγαδικών αριθµών

R το σώµα των πραγµατικών αριθµών
Q το σώµα των ϱητών αριθµών

Προφανώς Q ⊂ R ⊂ C. Αν A το σύνολο των αλγεβρικών αριθµών, τότε το A
είναι επίσης σώµα και Q ⊂ A ⊂ C. Οι πραγµατικοί αλγεβρικοί αριθµοί, δηλαδή
το σύνολο R ∩ A αποτελούν επίσης ένα σώµα.

Αν α είναι αλγεβρικός, τότε υπάρχει ένα µη µηδενικό πολυώνυµο f (x) = cnxn+

· · · + c0 που µηδενίζεται από το α, δηλαδή f (α) = cnαn + · · · + c0 = 0. Αφού
cn , 0, µπορούµε να υποθέσουµε cn = 1. Μεταξύ αυτών των πολυωνύµων υπάρχει
τουλάχιστον ένα που έχει τον µικρότερο δυνατό ϐαθµό, έστω το p(x). Το p(x) έχει
τις ιδιότητες :

(i) Είναι ανάγωγο επί του Q, δηλαδή αν p(x) = p1(x)p2(x), όπου τα p1(x), p2(x)
είναι πολυώνυµα µε ϱητούς συντελεστές, τότε ένα από τα p1(x), p2(x) είναι
σταθερό πολυώνυµο, διότι διαφορετικά p1(α) = 0 ή p2(α) = 0 και το p(x)
δεν ϑα είχε το µικρότερο δυνατό ϐαθµό.

Αντίστροφα, αν το p(x) είναι ανάγωγο µε p(α) = 0, τότε το p(x) είναι µικρό-
τερου δυνατού ϐαθµού.

(ii) Το p(x) είναι µοναδικό ως προς το να έχει το µικρότερο δυνατό ϐαθµό,
διότι αν q(x) είναι ένα άλλο πολυώνυµο µε τις ίδιες ιδιότητες, τότε q(x) =
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p(x)σ(x) + r(x) µε deg r(x) < deg p(x) ή r(x) = 0, τότε πρέπει r(x) = 0 από
τον ορισµό του p(x) και εποµένως p(x) = q(x) αφού έχουν τον ίδιο ϐαθµό.

Το p(x) λέγεται το ελάχιστο πολυώνυµο του α και συµβολίζεται µεmα(x) (mini-
mal), ο δε ϐαθµός του mα(x) λέγεται και ϐαθµός του στοιχείου α και συµβολίζεται
µε d(α) = degmα(x).

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ : (i)
√

2, το ελάχιστο πολυώνυµο είναι το x2−2. ΄Αρα d(
√

2) = 2.

(ii) 3√2, m 3√2(x) = x3 − 2, d
(

3√2
)

= 3.

(iii) i (ϕανταστ. µονάδα) mi(x) = x2 + 1, d(i) = 2.

(iv) α =
√

3 + 1. Το α είναι ϱίζα του αναγώγου πολυωνύµου (x − 1)2 − 3 =

x2 − 2x − 2. ΄Αρα d(α) = 2.

(v) α =

3√3
2 , mα(x) = x3 − 3

8 , d(α) = 3.

(vi) α =
√

2 +
√

3. Το α είναι ϱίζα του αναγώγου πολυωνύµου

p(x) = (x −
√

2 −
√

3)(x −
√

2 +
√

3)(x +
√

2 −
√

3)(x +
√

2 +
√

3) = x4 − 10x + 1

και εποµένως d(α) = 4.
΄Οπως ϕαίνεται και από τα παραδείγµατα, δύο διαφορετικά αλγεβρικά στοιχεία

µπορεί να έχουν τον ίδιο ϐαθµό, ενώ εάν δύο στοιχεία έχουν διαφορετικό ϐαθµό,
τότε είναι κατανάγκην διαφορετικά. ΄Ετσι, αν εµπλέκονται ϱιζικά δεν είναι εύκολο
να αποφανθούµε ότι δύο στοιχεία είναι ίσα ή όχι.

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ :

(i) Το
√

5 + 2
√

6 είναι ϱίζα του αναγώγου πολυωνύµου x4−10x2 +1, όπως και
το
√

2 +
√

3. Τα δύο αυτά στοιχεία είναι ίσα, διότι 5 + 2
√

6 =
(√

2 +
√

3
)2
.

Εξ άλλου το −√2 +
√

3 είναι επίσης ϱίζα του ίδιου πολυωνύµου. ΄Ολες οι
ϱίζες του πολυωνύµου αυτού είναι ±√2 ± √3.

(ii) Τα στοιχεία α =
√

2 +
√

3 και � = 3√κ + λ µε κ, λ ∈ Q είναι πάντοτε
διαφορετικά για οποιαδήποτε κ, λ διότι d(α) = 4 ενώ το � είναι ϱίζα του
πολυωνύµου (x − λ)3 − κ και εποµένως d(�) ≤ 3.

(iii) Ο ιδιοφυής Ινδός Μαθηµατικός Srinivasa RAMANUJAN ανακάλυψε τις πα-
ϱακάτω ισότητες (ϐλέπε και [3] στη ϐιβλιογραφία)
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1. 3
√

3√2 − 1 =
3√1/9 − 3√2/9 +

3√4/9

2.
√

3√5 − 3√4 =
1
3
(

3√2 +
3√20 − 3√25

)

3.
√

3√28 − 3√27 =
1
3
(

3√98 − 3√28 − 1
)

4.
(

5

√
1
5 +

5

√
4
5

)1/2
=

(
1 +

5√2 +
5√8

)1/5

=
5

√
16
125 +

5

√
8

125 +
5

√
2

125 −
5

√
1

125

5.
(

5

√
32
5 −

5

√
27
3

)1/3
=

5

√
1
25 +

5

√
3
25 −

5

√
9
25

6.
(3 + 2 4√5
3 − 2 4√5

)1/4
=

4√5 + 1
4√5 − 1

7.
(
7 3√20 − 19

)1/6
=

3

√
5
3 −

3

√
2
3

8.
(
4 3

√
2
3 − 4 3

√
1
3

)1/8
=

3

√
4
9 −

3

√
2
9 + 4 3

√
1
9

Αργότερα δόθηκαν γενικεύσεις των παραπάνω (από νεώτερους Μαθηµατι-
κούς) όπως

(a)
( (α + 4) 3√α + (1 − 2α) 3√4

9

)1/2
=

3√2 +
3√4α − 3√

α2

3
Για α = 5 έχουµε την 2. παραπάνω

(b)
( (α + 2) 3√4α + (1 − 4α)

9

)1/2
=

3√2α2 − 3√3α − 1
3

Για α = 7 έχουµε την 3. παραπάνω

(c)
(
(α2 − 7α + 1) + (6α − 3) 3√α +

(
6 − 3α 3√

α2
))1/3

=
3√
α2 − 3√α − 1

Για α = 2 έχουµε την 1. παραπάνω.

Ο Ramanujan έδωσε επίσης τον εξής τύπο:
√
m

3√4m − 8n + n
3√4m + n

=
1
3
{

3
√

(4m + n)2 +
3
√

4(m − 2n)(4m + n) − 3
√

2(m − 2n)2
}

Ευκαιρία να πούµε κάτι για τη Ϲωή του Ramanujan:
Ο Srinivasa Ramanujan γεννήθηκε στις 22 ∆εκεµβρίου 1887 σε µία κωµό-

πολη κοντά στο Madras των Ινδιών. Το 1892 γράφτηκε στο ∆ηµοτικό σχολείο της
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Kumbakonam και στη συνέχεια παρακολούθησε διάφορα δηµοτικά σχολεία. Το
1898 πέρασε µε ΑΡΙΣΤΑ τις εξετάσεις και γράφτηκε στο Γυµνάσιο. Στις τελευταίες
τάξεις του Γυµνασίου δανείστηκε ένα ϐιβλίο Μαθηµατικών µε τίτλο ‘‘Σύνοψις στοι-
χειωδών αποτελεσµάτων καθαρών Μαθηµατικών’’ µε συγγραφέα τον G. S. Carr,
που επηρέασε αποφασιστικά την Μαθηµατική του πορεία.

Το 1904 εισήλθε στο Κρατικό Κολλέγιο της Kumbakonam µε υποτροφία. Μέ-
χρι τότε πήγαινε πολύ καλά στα σχολικά Μαθήµατα αλλά ϐαθµιαία άρχισε να
παραµελεί όλα τα αντικείµενα εκτός από τα Μαθηµατικά. Το 1906 γράφτηκε στο
Pachaiyappa College στο Madras και παρακολούθησε µαθήµατα για 3 µήνες σε
µία προσπάθεια να περάσει τις εισαγωγικές εξετάσεις για το Πανεπιστήµιο του
Madras. Εν τούτοις απέτυχε σε όλα τα αντικείµενα εκτός από τα Μαθηµατικά.

Το 1909 η µητέρα του κανόνισε να παντρευτεί την S. Janaki Anmal µία 9χρο-
νη ϑυγατέρα ενός µακρινού συγγενή, η οποία όµως έζησε χωριστά µέχρι το 1912.

Από τότε άρχισε να γίνεται γνωστός για τις Μαθηµατικές του ικανότητες κυρίως
λόγω των Μαθηµατικών Προβληµάτων που έθετε και έλυνε στο περιοδικό Journal
of the Indian Mathematical Society. Τα οικονοµικά του δεν ήταν όµως καλά
και η οικογένεια ήταν πτωχή. Με τη ϐοήθεια ανθρώπων που αναγνώριζαν τις
Μαθηµατικές του ικανότητες εύρισκε προσωρινές απασχολήσεις, η κυριώτερη των
οποίων ήταν, ως υπάλληλος στο Λογιστήριο του Madras Port Trust µε 30 ϱουπίες
το µήνα.

Ο Ramanujan ήταν ήδη γνωστός σε καθηγητές Μαθηµατικών διαφόρων Κολ-
λεγίων και Πανεπιστηµίων οι οποίοι προσπάθησαν να τον ϐοηθήσουν να διευρύνει
τις σπουδές του σε κατάλληλο περιβάλλον. Είχαν έλθει σε επαφή µε διάφορους
διακεκριµένους Βρεττανούς Μαθηµατικούς των οποίων η ανταπόκριση ήταν µάλ-
λον αδιάφορη, αλλά η ανταπόκριση από τον G. H. Hardy που ήταν ήδη πολύ
γνωστός και Fellow of Trinity College στο Cambridge ήταν πολύ ευνοϊκή και
ενθαρρυντική. Ο Hardy αντάλλαξε πολλές επιστολές µε τον Ramanujan. Με
την σύστασή του το Πανεπιστήµιο του Madras χορήγησε στον Ramanujan µία
υποτροφία 75 ϱουπίες το µήνα για δύο χρόνια και ο Hardy κανόνισε να πάει ο
Ramanujan στο Cambridge και να πάρει και κατάλληλη οικονοµική υποστήριξη.

Υπήρξαν δυσκολίες, γι΄ αυτήν τη µετακίνηση µια που η µετάβαση ενός ορθοδό-
ξου Βραχµάνου στο εξωτερικό δεν επιτρεπόταν. Τελικά η µητέρα του συµφώνησε
και στις 17 Μαρτίου 1914 ο Ramanujan απέπλευσε για την Αγγλία µε £ 250
το χρόνο από το Πανεπιστήµιο του Madras και £ 60 από το Trinity College που
ήταν αρκετά για να υποστηρίξουν όχι µόνον αυτόν στο Cambridge αλλά επίσης
την οικογένειά του, που άφησε στην Ινδία.
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Υπήρχαν προβλήµατα µε τη Ϲωή του στο Cambridge κυρίως επειδή ήταν αυ-
στηρά χορτοφάγος και υπήρχε δυσκολία να προµηθευτεί κάποια τρόφιµα και
λόγω του πολέµου (Α΄ Παγκ. Πόλεµος). Εν τούτοις ο Ramanujan και ο Hardy
συναντώντο κάθε µέρα και η συνεργασία τους ήταν πολύ καρποφόρα και για τους
δύο.

∆υστυχώς το 1917 αρρώστησε και κατά τη διάρκεια της υπόλοιπης διαµονής
του στην Αγγλία την πέρασε σε διάφορα σανατόρια. Είχε ϐελτιώσεις στην υγεία του
πιθανώς λόγω της εκλογής του το 1918 ως Fellow of the Royal Society (Ακαδη-
µαϊκός) και επίσης Fellow of Trinity College, µεγάλες τιµές για ένα Μαθηµατικό.

Στις 13 Μαρτίου 1919 ο Ramanujan επέστρεψε στην Ινδία πολύ άρρωστος και
νοσηλεύτηκε σε διάφορα ιδρύµατα µε την καλύτερη ιατρική µεταχείριση για την
Ινδία. Η υγεία του όµως χειροτέρευε και τελικά απέθανε στις 26 Απριλίου 1920.
Η ασθένειά του ήταν µάλλον ϕυµατίωση και έλλειψη ϐιταµινών.

Ο Ramanujan έκανε ϑεµελιώδη συµβολή στα Μαθηµατικά κυρίως σε άπει-
ϱες σειρές σε άπειρα γινόµενα σε συνεχή κλάσµατα και άλλα κυρίως σε Θεωρία
Αριθµών, πολλά δηµοσιεύθηκαν σε διακεκριµένα περιοδικά και άλλα που δεν
πρόλαβε να δηµοσιεύσει δηµοσιεύθηκαν από τον Hardy και άλλους. Για περισ-
σότερες λεπτοµέρειες για τη Ϲωή και το έργο του Ramanujan ϐλέπε [1] και [2] στη
ϐιβλιογραφία.

Οι πρώτες του δηµοσιεύσεις ήταν όπως είπαµε στο Journal of the Indian Math.
Society και ήταν σε στοιχειώδη Μαθηµατικά όπως αναφέραµε παραπάνω. ∆εν
υπάρχουν αποδείξεις πως ϐρήκε τις παραπάνω ισότητες. Υπάρχουν ενδείξεις ότι σε
µερικές χρησιµοποίησε τους τύπους που δίνουν τις ϱίζες τριτοβαθµίων εξισώσεων.
Οι τύποι του Cardano για τις ϱίζες της εξίσωσης x3 + px + q = 0 είναι

A + B, ωA + ω2B, ω2A + ωB όπου

A =
3

√
−q2 +

√
p3

27 +
q2

4 , B =
3

√
−q2 −

√
p3

27 +
q2

4 , ω = −1
2 +

i
√

3
2 .

Ας πάρουµε την εξίσωση x3−x−6 = 0 που έχει την πραγµατική ϱίζα 2 και δύο
µιγαδικές ϱίζες. Από τους τύπους του Cardano για p = −1, q = −6 παίρνουµε

A =
3

√
3 +

√
− 1

27 +
36
4 =

3

√
3 +

11
√

6
9

B =
3

√
3 − 11

√
6

3 .
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΄Αρα η πραγµατική ϱίζα είναι η A + B και εποµένως

3

√
3 +

11
√

6
9 +

3

√
3 − 11

√
6

9 = 2.

Οµοίως στην εξίσωση

x3 +
(
1 − 5√2

)
x − 5√2 =

(
x − 5√2

)(
x2 +

5√2x + 1
)

= 0

όπου p = 1 − 5√2, q = − 5√2.
Εδώ

A =

3

√√√√
5√2
2 +

√√(
1 − 5√2

)3

27 +

(
5√2

)2

4

B =

3

√√√√
5√2
2 −

√√(
1 − 5√2

)3

27 +

(
5√2

)2

4 .

Το 5√2 ισούται µε την πραγµατική ϱίζα όπου δίνεται από τους τύπους του Cardano
που και εδώ είναι η A + B. ΄Αρα 5√2 = A + B.

Ο Ramanujan ασχολήθηκε και µε διοφαντικές εξισώσεις. Π.χ. έθεσε το πρό-
ϐληµα να ευρεθούν οι ϱητές ϑετικές λύσεις της εξίσωσης

xy = yx

το οποίο έλυσε πλήρως. ΄Εκτοτε εδόθησαν πολές λύσεις. Μία εξ αυτών γίνεται ως
εξής : Βλέπε [4] στη ϐιβλιογραφία.

Αν εξαιρέσουµε τις τετριµµένες λύσεις x = y, µπορεί να υποθέσουµε ότι x > y
και να ϑέσουµε x = ky, όπου k > 1. Προκύπτει (ky)y = yky ή yk−1 = k. Αν
ϑέσουµε k−1 =

1
σ

τότε k = 1+
1
σ
y =

(
1+

1
σ

)σ
και x =

(
1+

1
σ

)σ+1
. Αποδεικνύεται,

όχι πολύ δύσκολα, ότι αν ϑέλουµε τα x, y να είναι ϱητοί τότε ο σ είναι ένας ϑετικός
ακέραιος, έστω n, οπότε οι πλήρεις λύσεις είναι

y =

(
1 +

1
n

)
, x =

(
1 +

1
n

)n+1
.

Για n = 1 έχουµε τη µοναδική ακέραια λύση y = 2, x = 4 (ή συµµετρική y = 4,
x = 2).

Για n = 2 έχουµε τη ϱητή λύση y =
9
4 , x =

27
8 . Επίσης ασχολήθηκε µε την

διοφαντική εξίσωση του Euler

x3 + y3 + z3 = t3.
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Απέδειξε την ταυτότητα:

(6a2 −4ab+ 4b2)3 = (3a2 + 5ab−5b2)3 + (4a2 −4ab+ 6b2)3 + (5a2 −5ab−3b2)3

και έτσι ϐρήκε µια διπαραµετρική οικογένεια λύσεων της εξίσωσης του Euler.
Αργότερα από άλλους ϐρέθηκαν γενικεύσεις των ανωτέρω λύσεων, όπως

(la2 − nab + nb2)3 =(pa2 +mab − nb2)3 + (na2 + nab − lb2)3

+ (ma2 −mab − pb2)3,

όπου l = λ(λ3 + 1), m = 2λ3 − 1, n = λ(λ3 − 2) και p = λ3 + 1.
Η προηγούµενη λύση προκύπτει αν ϑέσουµε λ = 2.
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